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Zusammenfassung

In Biichern iiber lineare Algebra wird das Kreuzprodukt fiir gewohn-
lich sehr knapp bewiesen, obwohl es als mathematische Pflichtiibung gilt.
Es werden nur die Kreuzprodukte der Basisvektoren angegeben und dann
wird gesagt ,,wegen der Bilinearitdt“ kommt keine andere Verkniipfung

als
al bl 021)3 — CL31)2
a2 x| b2 = | aibz —aszb:
as b3 a1bz — az2b1

iiberhaupt infrage. Fiir erfahrene Mathematiker mag das offensichtlich
sein, aber ein Studienanfinger verzweifelt an dem Argument.

Zuerst fangen auch wir mit den Grundlegenden Eigenschaften des Kreuzpro-
duktes an. Die Kreuzprodukte der Basisvektoren sind

e Xep = €2 X €9 = €3 X e3 = 0
€1 X ey = —(62 X 61) = €3
e1xes = —(e3xey) = €2
eaxes = —(e3xes) = el

Enscheidende Eigenschaften der Bilinearitét:
l.ax(b+c¢)=axb+axc
2. (Aa) xb=MA(a xb)

Fangen wir an mit einem allgemeinen Kreuzprodukt a x b und zerlegen b in
die Darstellung als Linearkombination der Basisvektoren

a X (b161 + baes + b3€3)
wegen Eigenschaft 1 der Bilinearitét ist dies
=a X bje1 +a X bses + a X bses

Zerlegen wir nun auch alle as in die Darstellung als Linearkombination der
Basisvektoren

= (a1e1+azea+tazes)xbie;+(arer+aseatases) xbaea+(are1+azea+asges) xbzes

Eigenschaft 1 der Bilinearitit ergibt



= aie1 X biey + ases X biey + azes X bieg
+aieq; X baes + ases X boesg + azes X baes
+aie1 X bses + ases X bges + azes X bzes

Eigenschaft 2 der Bilinearitit macht daraus

= a1b1(61 X 61) + a2b1(62 X 61) + a3b1(63 X 61)
+a1b2(€1 X 62) + a2b2(62 X 62) =+ a3b2(€3 X 62)
+a1b3(€1 X 63) + a2b3(62 X 63) + a3b3(€3 X 63)

setzen wir nun die bekannten Ergebnisse fiir die Kreuzprodukte der Basis-

vektoren ein:
= a1b:0 + (Lgbl(—eg) + a3b1(—62)
+  aibses +  asbs0 + a3b2(—61)
+  aibzes + asbseq + asbs0

asbaer  +  asba(—eq)
aibsea + asbi(—e2)

+

+  aibses  +  azbi(—e3)
= as b2€1 — a3b2€1
+ aibzes — asbies
+ aibzes — asbies

Eigenschaft 1 der Bilinearitét

= (a2b3 — a3b2)€1 + (a1b3 — a3b1)€2 + ((leg — a2b1)63

azbs — azbs
= | aibz —asb;
aibs — azb;



